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6

Convenienza dell’utilizzo dei sistemi trifase

Oltre alla fondamentale ragione della scelta del sistema trifase che consiste nella possibilita di generare un campo rotante
e di rendere piu semplici e con migliori caratteristiche di funzionamento motori e generatori, sincroni ed asincroni, una

linea trifase risulta anche economicamente conveniente per quanto riguarda 1'impiego di rame

Se occorre, infatti, trasmettere una stessa potenza attiva con la medesima tensione, con lo stesso fattore di potenza e con
la stessa densita di corrente nei conduttori, il volume del conduttore impiegato per la linea trifase & inferiore rispetto a
quello impiegato per la linea monofase. In particolare si ha che il volume di rame necessario per la linea trifase ¢ 0,866

volte il volume necessario della corrispondente linea monofase. Si risparmia pertanto circa il 14% di rame.

Indicando con:

VVVYV

abbiamo

P; la potenza attiva trifase;

P; la potenza attiva monofase;

I5 il valore efficace della corrente di linea nel sistema trifase;

I; il valore efficace della corrente di linea nel sistema monofase

P; = \/§Vll3 cos ¢
P, =Vl cos¢p

affinché le due potenze siano uguali, a parita di V; e cos ¢, deve essere

I
V3VI,cosp = VI, cosp > 1 =L
113 P 11 P 3 73
dovendo lavorare a parita di densita di corrente e quindi con §3 = §; = §, essendo:
I3
8. = —
3 53
L
f
1 51
si ottiene:
I; I
Sy =—=—
3768, 6
L L
S = — = —
LTS8
da cui
S L L § I, 1 43
51 1_1 6 I I 3 3
)
Quindi, indicando con L la lunghezza della linea, si ottiene:
V3 = 3XS3XL
Vl = szle
da cui
V. 38 3 V3 3
2= —x£=£= 0.866
Vi, 28 2 3 2
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7 Accoppiamenti mutui nei sistemi trifase

Caso generale
Sia dato il seguente sistema trifase, fig. 42:

1 o 00—

2 o0 —40

3 .
3 o0 ——
Figura 42

costituito da tre induttori di induttanza L,, L, ed L3, accoppiati mutuamente con coefficienti di mutua M;,, M,5 ed M3;;
i coefficienti di mutua, come ben sappiamo, sono affetti dal proprio segno.
Scriviamo le espressioni istantanee delle tensioni stellate:

Vg +ep1 +euz +eysr =0
Vyo+ e +eyizteys; =0
V3o + €3+ eyizt+ ey =0

e considerando che con i versi assunti delle correnti, cio¢ tutte entranti dai morsetti contrassegnati con i pallini, le mutue
sono positive, abbiamo:

UIO_Llﬁ_M21E_ 31%=0
V20 _LZE_M12E_M3ZE= 0
V3o 374t 137 ¢ 23707 T
cioe:
di; di, dis
le:LlE-'_MZlE 31g;
Vo = Ly dt MIZE M;, dt
dis diy di,

e —————
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Ipotizziamo ora di essere a regime permanente sinusoidale e quindi le nostre equazioni diventano:

]:/10 = ij11:1 +ja)M21I:2 +jwM31l:3
Vao = jwlalp + joMyply + joMs,l;
Vao = jwlzls + joMy3ly + joMysl,

e queste equazioni sono identiche a quelle che scriveremmo se avessimo da analizzare il seguente sistema elettrico:

joMaile  joMals |
: >0

7

joMizli joMs2ls |,
> (D>—1w0—4 0
M1

Lo sho JoMasla | 4
3 . .
3o—2—> >—oo—

Figura 43

Infatti applicando la legge di Ohm generalizzata, otteniamo:

Vm _]'(UM211:2 _]'(UM311:3 _]'(DL11:1 =0
Vzo _]'wMuI} _].wM321.3 _].(ULZI; =0
Vso —jwoMy3ly — jwMysl, — jwlsl; =0

da cui:

]:/10 = ijlil ‘+]'wM21I:2 +jwM31l:3

Vao = joMyply + jolyl; + joMsyl;

Vao = jwMysly + joMysl, + jwlsls
e ponendo:

Xl = (A)Ll Xz = (ULZ X3 - (UL3

Xz = Xo1 = WMy, Xp3 = X35 = wM,3 X34 = X153 = wM3,

abbiamo:

I:/10 =]'X1I.1.+]'X121:2 +]'X31I:3
Vao = jXi2ly + jXo 15 + jX3315
Vao = jX3111 + jXo3l, + jX515
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Quindi la figura 43 la possiamo ora ridisegnare nel seguente modo:

I Xzl Xals |
1 S .
lo—2—]> >—mon—

Xazls Kasls |,
0 PD— T —4 0

T Xzl Kozl | 4
3 . .
3o—2—<]> O—on—

Figura 44 — Circuito equivalente con generatori controllati

Riferendoci al sistema equivalente di figura 44, calcoliamo le tensioni concatenate V;, eVs3:

V12 = V10 - Vzo =].X12i2' +].X311.3' +]'X11.1'_ (]'X121:1 +jX23l:3 +jX21:2)
=JjXi2lp +jX3113 + jX1 1y — jX121h — jXo3l3 — j X315

V32 = V30 - Vzo =].X311.1' +].X23I.2' +]'X3I.3' - (].X121:1 +]'X23I:3 +].X2{'2)
= X311y + jXp3ly +jX3l3 — jX1o1h — jXp3l3 — jXoI,

Considerando che il sistema ¢ a tre conduttori, abbiamo:

11+12+i3=0

da cui:

e sostituendo otteniamo:

Vig = jXioly + jXa1l3 + jXi 1y — jX1oh — jXp303 — jXo1,
=jX1g(_i1 - 13) +]'X31{.3 +]'X1.1.1 _]'X12{.1 —]'X23{.3 —]'Xz('_lﬁ —I3)
= JjXih +jXoly = 2] X151y + jXol3 + jX3105 — jXipls — jXo305
=j(Xy + Xy = 2X 1)1 + j(Xy + X31 — Xip — Xp3)13

Vap = jXa1ly + jXo3l, + jX3l3 — jXio0y — jXo3l5 — jX, 1,
=]'X31.1‘1 +]'X23.(_l'1 - i;) +jX3i? —]'X12‘1.1 _jX2'3I.3 —]'Xz('_l'1 —1I3)
= jXoly + jX31ly — jXiphy — jXo3hy + jXo 13 + jX315 — 2] X5315
=j(Xo + X31 — X12 — Xp3); + j(Xo + X3 — 2X53)15

e —————
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Cioe:
Vig = j(Xy + Xo — 2X1) 1 + j(Xy + X31 — X1z — Xa23)[s
Vip = j(Xp + X371 — Xi2 — Xo3) I + j(Xp + X3 — 2X53)15

e ponendo

Z:11 =j(X; + X5 — 2X4,)
Zy =j(X2 + X351 — X1z — X23)

Z_lz =Jj(Xz + X351 — X152 — X23)
Zy =j(X2 +X; - 2X23)

otteniamo

V12 = Z_11i1 + Z_1213
Vi = Zo1ly + 23315

che in forma matriciale ¢

Viz _ Z:n Z:12 I

V32 Zy1 Zaal|la
oppure

. — = 1.

L _ Z_11 Z_12 Viz

I3 Zy1 Zy V32

Ricordiamo come si inverte una matrice, sia data la matrice

_la b
A= |C d
la sua inversa €
-1 _ 1 cof (A, x11) cof (A, x12) ’
det(A) lcof (A, x51)  cof (4,%,)
dove
det(A4) indica il determinante della matrice A4;

I’esponente T
cof (A, x11) cof (A x12)
cof (A, x21)  cof (A, x2;)

indica I’operazione di trasposizione righe/colonne;

la matrice ¢ la matrice dei cofattori (o dei complementi algebrici);

il cofattore in posizione i, j & definito come cof (4, x;;) = (—1)"*/det(minore(4,i,)))
dove minore (4,1, j) rappresenta il minore di A che si ottiene cancellando la riga i-esima e la colonna j-esima;

+

+

il segno (—1)!*/ varia nel seguente modo

Sistemi Trifase
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cioe ¢ + se la somma degli indici ¢ pari, negativo se ¢ dispari
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Quindi

— — - — — T — —
Z_ll Z_12 = % ZEZ __Z21 = % Zzz __le
Zy1 Zy Zy1Z7; — lez ~Zi12  Zn Zy1Z37 — lez ~Zy1  Zn
sappiamo inoltre che I’operatore inverso dell’impedenza ¢ 1’ operatore ammettenza, per cui
Zy, —Z1,
. — — -1 . — — . — — — — — — .
I — Z_11 Z_12 Via — 1 Zzz __le Via — ZnZzz__ Zfz ZnZz_z - Zfz Viz
I3 Zy Zyp V32 Z11222 _lez —Zy1 Zyy Vs, —Z Z1q Va2
' Z11Zyy — 23, ZiaZy — 73
_ 3?11 3212 Viz
Y21 Va2l V3,

questa relazione ci ricorda la relazione cui si arriva applicando il metodo dei potenziali ai nodi prendendo come
riferimento il nodo 2 (le tensioni sono infatti riferite entrambi al nodo 2).

Cerchiamo quindi di ricavare ora i valori delle ammettenze, collegate a triangolo, per disegnare il circuito equivalente
seguente, figura 45:

Figura 45 — Circuito equivalente a triangolo

Applichiamo il metodo dei potenziali ai nodi 1 e 3, prendendo come riferimento il nodo 2:

.I'l = (}:]12 + }731)1;/12 - }:]31]7332
Iy = =Y3,Vip + (Vo3 + Y31)V5,

e, in forma matriciale,

LI _ P ||V
Iy Y21 Va2l V3,
dove abbiamo posto
Vi1 =Y + ¥y Yiz =~V

Vo1 = —Y31 Va2 = Yoz + Y34
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da cui segue immediatamente che

Fiu =Y+ Y == _Zzz =
11222 __le
Vi2 =¥ = _731 == —_le =
le_Zzz — 73,
Z11

Z_nz_zz - Z_122

e quindi
v Zap — Z_12
12 lezzz _Z12
5 Zy1 — 21
Ys= 7 7. -7
11422 12
Y31 —
ZnZzz - Z12

da queste si ricavano, ovviamente, le corrispettive impedenze collegate a triangolo

s Z_nz_zz - Z_fz

12 — _Z—ZZ _ Z_lgz
Z— — lezZZ B Z12
23 _le _ 2122
7 — lezZZ B Z12

31 Z_12

e quindi, utilizzando le note formule stella-triangolo, otteniamo le impedenze equivalenti a stella

5 _ 2173

Zl _—— = =
s Z12Z23

Z2 _——— = =
_ Zy3Z

7, 23431

B Z1p+ 23+ 75
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ed il circuito equivalente di figura 46

: /2
: o
. /3
: ——

Figura 46 — Circuito equivalente a stella

Riepilogando abbiamo:

Z_IZZ_SI = Z_122_23 = Z_23Z_31

Zig+ 23t 73 Zig+ 23+ 73 Zig+ 23t 723

Iy Zyy— 72 _ Z11Zyy — 7} _ 1124y — 23
7. = f1te 12 7. = fute 12 7. = f1tez 12

e Zyy =71z 2 Zi1—Z1p s Zy,
Z__11 =j(X; + X3 — 2X1,) Z__lz =j(Xy + X31 — X35 — X33)
Zy =Xz + X31 — X1z — X33) Zyy = j(Xy + X3 — 2X53)
Xl = (L)Ll Xz = (L)Lz X3 = (L)L3
X12 = X231 = WMy, X33 = X33 = wMp3 X31 = X13 = wM3,

: L1 £

O—

onN
N e
—
N
N
N

o
oo
? —
(N

oW
Bix

Figura 47 — Equivalenza complessiva

e —————
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Caso particolare
Ipotizzando ora che sia le induttanze, sia le mutue, siano uguali tra loro, cioe:

L1=L2:L3:L ed M12:M23=M31=M

avremo
X1:X2:X3:XL=(1)L X12:X23=X31=XM:(1)M

quindi

Z:11 =j(XL + X, - ZXM) = Zj(XL _XM) Z__12 =j(XL + Xy — Xu _XM) =j(XL _XM)

Zy = J(Xp + Xy — Xy — Xy) = j(X, — Xpp) Zyy = j(Xy + X, — 2Xy) = 2j(X, — Xu)
da cui

Z_11 = Z_zz = Zj(XL - XM) Z_21 = Z_12 = j(XL - XM)

inoltre

7= 711722 — 71 _ 2j(X, = X)2j (X, — X)) = (X, = Xo)? - —4(X, — X)? + (X, — Xy)?  —3(X, — X)?

Y In-In 2j (X, — Xu) = J(X, = Xu) - XL = Xu) T = X)
=Jj3(XL — Xu)

e, analogamente
Z_12 = Z_23 = Z_31 = Z_A =j3(XL - XM)
ed infine

- o» 7
y=—=—=jX;, —Xy) =jo(L—M
1 37, 3 JXy m) = jo( )
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Verifica

Verifichiamo, per altra via, che queste relazioni siano valide in modo da avere anche la conferma della validita delle
relazioni generali.

Scriviamo quindi le espressioni istantanee delle tensioni stellate, in questo caso, anche baricentriche e 1’equazione al nodo
0, centro stella o baricentro:

V].O :](A)Lil +](1)M12 +](1)Mi3
Voo = jwLl, + joMI, + joMI,
V30 :](A)Li3 +](1)Mil +](1)M12

il + iz + i3 = 0
considerando che
12 + i3 = _il
il + i3 = _iz
il + iz = _13
si ha
Vip = jwLl; + joMI, + joMI; = joLl; — joMI; — joMI; + joMI; = jo(L — M)I; = Z,1;
VZO ZJ(ULiz +](1)Mil +](1)Mi3 :](ULiz _]wMiZ _](l)Mi3 +](1)Mi3 :](U(L - M)iz = Z_2[2
Vao = jwLl; + joMI;, + jwoMI, = jwLl; + joMI; — joMI; — joMI; = jo(L — M)I; = Z;1,
C.V.D.
Quindi

]

'
]

2 2 %y 00— 2 —

Figura 48 — Equivalenza complessiva carico equilibrato
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Consideriamo adesso lo stesso circuito ma con I’aggiunta del conduttore neutro, figura 49

[em
o

Figura 49 — Mutue con neutro
Le equazioni dell’equilibrio elettrico sono analoghe a quelle scritte prima con 1’unica differenza che ora risulta
il+iz+i3+in=0
quindi, con analoghe considerazioni abbiamo
Vio = jwLl; + joMI, + joMIy = jowLl; — joMI; — joMI; — joMI, + joMI; = jo(L — M), — joMI,
Voo = jwLl, + joMI, + joMI; = jwLl, — joMI, — joMI; — joMI, + joMI; = jo(L — M)I, — jwMI,
Vao = jwLly + joMI; + joMI, = jwLl; + joMI, — joMI, — joMI; — joMI, = jo(L — M)I; — joMI,

da cui segue immediatamente il circuito equivalente di figura 50

onN

]
|

o}
5

n
o

Figura 50 — Circuito equivalente con neutro
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