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1. Teorema di Gauss per il campo elettrico
Prima di parlare del teorema di Gauss, occorre introdurre il concetto di flusso per un campo vettoriale.
Supponiamo di avere, figura 1:
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Figura 1

*  un campo elettrico E rappresentato con le proprie linee di forza;

* una superficie chiusa S¢p;,54 Orientata e cio€ dobbiamo scegliere quale sara il verso positivo dell’attraversamento
della superficie stessa. Scegliamo, ad esempio, come verso positivo il verso coincidente con la normale 71 uscente
dalla superficie.

Definiamo flusso del campo elettrico E attraverso la superficie Scpiysq 1l numero delle linee di forza del campo che
attraversano la superficie e lo indichiamo con:

¢SChiusa (E)
Osserviamo che:

» piu il campo ¢ intenso, piu le linee di forza sono dense e quindi sara maggiore il numero delle linee di forza che
attraversano la superficie Scp;ysq, € quindi maggiore sara il flusso;

*  piu grande ¢ la superficie piu linee di forza saranno intercettate e maggiore sara il flusso;

* l’orientamento della superficie nello spazio ¢ importante, infatti se la superficie fosse parallela alle linee di forza
del campo allora nessuna linea di forza attraverserebbe la superficie e, di conseguenza, il flusso sarebbe nullo.

Di conseguenza il flusso di un campo vettoriale dipende da tre condizioni:
* I’intensita del campo,

* la grandezza della superficie;
* l’orientamento relativo tra la superficie ed il campo.
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Affrontiamo ora il teorema di Gauss. Considerimao una superficie chiusa di forma qualsiasi orientata nello spazio e, per
definizione, la superficie chiusa ha un orientamento positivo sempre rivolto verso I’esterno e quindi dobbiamo considerare
positive le normali alla superficie dirette verso 1’esterno, figura 2.

Figura 2

Il teorema di Gauss afferma che il flusso di un qualsiasi campo elettrico attraverso una superficie chiusa qualsiasi ¢ dato
dalla somma algebrica delle cariche interne alla superficie stessa diviso la costante dielettrica del vuoto:

= Z Qinterne
¢5Chiusa (E) = T
Le Q;nterne saranno prese ciascuna con il proprio segno, cio¢ se una carica € positiva ed ¢ interna alla superficie, le sue
linee di forza necessariamente usciranno dalla superficie (fig. 2) e, di conseguenza, 1’ attraverseranno concordi con il segno
positivo e quindi avremo un flusso positivo. Se la carica fosse negativa le sue linee di forza attraverseranno la superficie
con segno opposto rispetto alla normale e quindi daranno un contributo negativo al flusso.

Ci interessano solo le Qi rerne perché se avessimo una qualsiasi carica esterna (fig.2) le linee di forza che attraversano la
superficie dovranno attraversarla due volte, la prima volta dovranno entrare e quindi contributo negativo e la seconda
uscire e quindi contributo positivo; avremo cosi un contributo totale al flusso della carica esterna uguale a zero.
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1.2 Dimostrazione del teorema di Gauss

Consideriamo una carica puntiforme Q per esempio positiva ed una superficie sferica di raggio r con il centro coincidente
con la carica.

Immaginiamo ora di suddividere la superficie della sfera in tante piccolissime superfici (fig. 3) ognuna di area AS, tale
che la somma di tutte queste piccole porzioni di superfici della sfera dia proprio la superficie totale della sfera che ¢ pari
a 4mr? con 7 raggio della sfera e distanza di ogni punto della superficie della sfera dalla carica Q.

11 vettore superficie AS, ha modulo pari all’ area della superficie e direzione radiale. Il verso & uscente in quanto tale deve
essere per definizione nel caso di una superficie chiusa.
Quindi:

AS; + AS, + AS; + -+ + AS,, = 4mr?

Il campo elettrico generato dalla carica positiva Q avra le linee di forza radiali uscenti dalla carica dirette verso ogni punto
della superficie della sfera. Essendo ogni elemento in cui ¢ stata divisa la superficie della sfera molto piccolo, il vettore
campo elettrico risulterd parallelo alla normale di ogni piccolo elemento di area AS. Di conseguenza il flusso del campo
elettrico, calcolato attraverso ogni elementino di area, sara pari al prodotto tra il modulo del campo elettrico e I’area stessa
(essendo zero I’angolo tra la normale alla superficie ed il vettore campo).

Figura 3

Quindi il flusso totale del campo elettrico sara pari alla somma di tutti i flussi di campo elettrico calcolati attraverso le
superfici di area AS:

bsrera(E) = 1+ ¢y + -+ by = E1AS, + E5AS; + -+ + EnAS,
Ma i campi calcolati Ey, E,, ... E,, sono tutti uguali in quanto il modulo del campo elettrico generato da una carica
puntiforme dipende dal modulo della carica Q che ¢ costante e dalla distanza a cui ci si pone da essa. Tutti i punti della
sfera sono posti alla stessa distanza dalla carica, avremo, in base alla legge di Coulomb, che:

Q

EI’EZ' ...En = E = kor_z
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Quindi il flusso risultera pari a:
Bspera(E) = ¢1 + @z + -+ o = E1AS) + ExAS, + -+ EyASy = E(AS, + AS; + -+ ASy,)
Sostituendo E con la propria espressione, avremo:
bsrera(E) = korQ_z(AS_l +ASy + o+ ASy)

Ricordando che AS; + AS, + AS; + -+ + AS,, = 4mr?, otterremo:

- Q
¢Sfera(E) = ko T'_24T[r2

Ed essendo
ko= !
4rme,
Si avra:
¢Sfera(E) = 4n£0r_24nr2 = a
c.v.d
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2. Teorema di Gauss per il campo magnetico

Le linee di forza del campo magnetico B non hanno inizio e fine come quelle del campo elettrico ma sono sempre delle
linee chiuse. Se ci riferiamo al campo magnetico generato da un dipolo magnetico, per esempio un magnete permanente
con le proprie polarita Nord e Sud. (fig.3) e tracciamo le linee di forza ci accorgiamo che ciascuna linea attraversa la
superficie due volte, una volta nel verso entrante ed una volta nel verso uscente, quindi il flusso totale ¢ nullo; per cui:

¢5(Jhiusa(§) =0

Soate
N S
Figura 4

Sommario
1. Teorema di Gauss per il CAMPO ELEIIICO ...c..eeoueerieiiriiiiierieteett ettt ettt et ettt eaeear e e et e sseesbe e neeneeanesanes 2

1.2 Dimostrazione del teorema di GAUSS .......c..couivuiruiiiiiiiiieniee sttt sttt sttt sa et sae et 4
2. Teorema di Gauss per il CAMPO MAZNELICO ....c..eeuieuirriiiiiiieniteieett ettt ettt et e e sitesate bt esbe et eateeatesbtenbeenbeenbeentesnees 6
SOMIUMIATION ¢+ttt ettt ettt s e et e st eeab e st eeabeesabeesabeesabeeeabeesabeeeabeesabeeeabeesabaeeaseesabaeeabeesabeeeabeeeabaeenbeesabaeenbeeeabaeenbeeeabee 6

Teorema di Gauss Pagina 6 di 6



